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In  current  industrial  applications  many  engineering  parts  having  complex 
shapes  are  designed  using  sculptured  surfaces  in  CAD  system.  Due  to  the  lack  of 
smooth motions and accurate machining of these surfaces using standard linear and 
circular motions  in conventional CNC machines, new commercial CNC systems are 




to  achieve.  This  dissertation  focuses  on  developing  algorithms  that  generate  tool 
paths  in  NURBS  form  for  smooth,  high  speed  and  accurate  sculptured  surface 
machining.  The  first  part  of  the  research  identifies  and  eliminates  gouge  cutter 
location  (CL)  point  from  the  tool  path.  The  proposed  algorithm  uses  global 
optimization  technique  (Particle  Swarm  Optimization)  to  check  all  the  CC‐points 





In  the  second phase of  the  research,  all  valid CL‐points  along  the  tool‐path 
are used to generate CL‐path in B‐spline form. The main contribution of this part is 
to  formulate  an  error  function  of  the  offset  approximation  and  to  represent  it  in 
NURBS  form  to  globally  bound  the  approximation  errors.    Based  on  this  error 
function,  an  algorithm  is  proposed  to  generate  tool‐paths  in  B‐spline  from  with; 
globally  controlled  accuracy,  fewer  control  points  and  low  function  degree, 
compared  to  its  contemporaries.  The  proposed  approach  thus  presents  an  error‐
bounded method  for B‐spline curve approximation to the  ideal CL‐path within  the 
accuracy.  This  part  of  research has  two  components,  one  is  for  2½‐  axis  (pocket) 
and the other one is for 3‐axis (surface) CNC machining.  
The  third  part  deals  with  the  problem  of  CL‐path  parameter  estimation 
during machining  in real  time. Once the gouging free CL‐path  in NURBS form with 
globally  controlled  accuracy  is  produced,  it  is  re‐parameterized with  approximate 
arc‐length  in  the  off‐line  stage.  The main  features  of  this  work  are;  (1)  sampling 
points  and  calculating  their  approximate  arc‐lengths  within  error  bound  by 
decomposing the input path into Bezier curve segments, (2) fitting the NURBS curve 
with  approximate  arc‐length  parameter  to  the  sample  points  until  the  path  and 
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a CC‐point: (a)  1 S  will not be gouged, (b) the cutter is intersecting with the control 
polyhedron  of 1 S  but  without  gouging  and  (c)  the  cutter  is  intersecting  with  the 
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to  enhance  their  aesthetic  appeal  for  customer  satisfaction,  especially  in  the 
automobile  and  consumer  electronics  industries.  Other  products  have  sculptured 
shapes  to meet  functional  requirements,  such  as;  turbine  blades,  plastic  injection 
molds and sheet metal dies. Usually, for these products, several surface patches are 
required  to  be  connected  (compound  surface)  to  generate  the  desired  shape. 
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iP  denotes  1( )n  control points (forming a control polygon);  , ( )i pN u  are the B‐spline 
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There  are  1( )m  elements  of  the  vector,  called  knots  where,  (m = n + p +1). 
Polygonal  curve defined by  the  control points  is  called  control polygon. Following 
are some relevant properties of NURBS curves. 
1.   10C P  and   1 nC P  
2. Strong convex hull property: if  1  ,i iu u u  , then   uC lies within the convex 
hull of the control points ,...,i p iP P . 
3. A NURBS curve with no interior knots is a rational Bezier curve. Furthermore 




4. Local approximation: If the control  iP  is moved, or the weights  iw  is changed, 
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The { ,i jP } form a bidirectional control net (control polyhedron); the { ,i jw } are 
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While  the  sculptured  surfaces  are  created  using  CAGD  techniques,  it  is  the 
role  of  manufacturing  engineers  to  realize  them  in  physical  form.  As  an  ever‐
increasing variety of products are being designed with sculptured surfaces, efficient 





points,  and  the  trajectory of  these  is  termed as NC  tool path. The point of  contact 





 For  producing  free  form  (sculptured  surface)  parts  on  a  CNC  machine 
following three phases are required [2]: 













In  tool‐path  generation  phase  the  first  step  (tool‐path  planning),  is  to 
determine  the  values  of  step‐length  and  path‐interval  based  on  the  information 
from process planning phase and machining‐tolerance requirements. The output of 
this step is a set of CC‐points from the part surface, and then in the next step each 
CC‐point  is  converted  to  a  CL‐point  along  with  cutting  conditions  (federate  and 
spindle speed). Once  the CL‐path  is computed,  in validation stage  the gouging and 




linear  and  circular  arc  interpolators.  Therefore,  CAD/CAM  systems must  segment 
the  tool  path  into huge number of  small  line  segments  and  transmit  them  to CNC 




beginning and end of  each  line  segment which  results  in  chatter  and vibration.  In 
addition to this, the real cutting speed is also lower than input speed; therefore the 
cutting time is prolonged.  
Owing  to  the  above  reasons,  the  curve  interpolator  has  recently  been 
accepted  as  an  alternative  to  replace  these  conventional  linear  and  circular 
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interpolators.  Since,  they  are  potentially  more  suitable  for  high  speed  and  high 
accuracy  machining  with  smooth  feed  rate  profiles;  some  of  the  CNC  controller 
manufacturers  (FANUC,  SIEMENS, HEIDENHAIN and MITSUBISHI)  have developed 













machine  tool,  it  results  in  much  finer  and  smoother  NC  movements.  NURBS 
Interpolation  can  reduce  cycle  time  by  up  to  30%  in  the  manufacture  of  highly 
complex,  curved  dies  and  molds,  while  providing  higher  accuracy  and  improved 
surface finish.  According to GE Fanuc, its NURBS Interpolation function results in a 
reduction  of  program  size  to  1/10th  to  1/100th  that  of  a  comparable  linear 
interpolation  part  program  and  significantly  improves  the  fundamental  accuracy 
issues. “NURBS program allows for faster machining” (Makino) [9].  
 8 
 
Due  to  the  superior  geometric  and  manufacturing  features  of  NURBS 
representation  as  compare  to  the  other  forms  we  have  adopted  NURBS  curve  to 
represent  the  final  CL‐path.  The  general  approach  for  3‐axis  CNC  machining  of 
sculptured parts using NURBS CL‐path includes the following 
1. 3D geometric model is generated in a CAD module 
2. In  CAM module  the  CC‐points  are  generated  for  the  given  cutter  size  and 
shape, machining tolerance and geometric features of the part surface. 
3. Gouging and interference is detected and eliminated for all CC‐point. 





7. After  post  processing  the  NURBS  tool‐path  in  ISO  codes  is  fed  to  the  CNC 
machine controller. 
8. The  NURBS  interpolator  within  the  CNC  controller  generates  reference 
positions  along  the  path  for  the  motion  control  (servo  control)  system  to 
machine the part.  
1.1.5 Error sources in NURBS machining of sculptured parts 
Inaccuracies  in CNC machining can be  traced  to  several major  sources  like; 
cutting  tool  deflection,  cutting  tool  wear,  machine  tool  vibration,  and  improper 






error  is  inevitable,  even  if  there  is  no  other  source  of  errors  in  ideal  machining 
conditions. Sometimes, geometric errors caused by this tool‐surface mismatch along 
the tool‐path are more harmful and result in surface gouging.  
As  mentioned  before,  the  geometric  model  of  the  part  with  sculptured 
surface  is  designed  in  CAD  system,  and  then  corresponding  tool  paths  for  CNC 
machining  are  automatically  generated  in  CAM  module.  Since  the  sculptured 
surfaces are complex and due to the tool‐surface mismatch, close‐form equations of 
the ideal tool paths for the surfaces do not exist. Therefore, discrete CC‐ points need 
to  be  sampled  based  on  chordal  deviation  tolerance  to  approximate  the  ideal  CC‐
path.  Basically,  this  tolerance  is  a  measure  of  how  accurately  the  line  segments 
joining the sampled CC‐points approximate the shape of the ideal path (Figure 1.4). 










 The  CC‐points  satisfying  the  chordal  deviation  tolerance may  still  damage 
the part surface because of the surface gouging. Gouging occurs when a cutting tool, 
contacting at a CC‐point, interfere with other portions of the part surface more than 
tolerance value  (Figure 1.5).   Gouging damages  the part surface and can break the 
cutter also, it is therefore necessary to detect and remove all CC‐points which cause 
gouging.  Most  of  the  existing  methods  only  focus  on  point  sampling  on  the  grid 
(therefore accuracy depends on grid density), and limited to only ball‐end mill cutter. 
Normally,  extreme  curvature  values  are  compared  with  cutter  radius  to  detect 
gouging.  It  should  be  noted  that  curvature  is  a  local  geometric  property  and  it 
cannot  avoid  global  gouging  around  the  cutting  tool  tip.  Sculptured  surface  parts 
such  as  stamping  dies  and  injection molds  are  designed with  compound  surfaces 
because of  shape  complexity. During machining of  these  surfaces, while  removing 
material around a CC point, the tool may interfere with another point (gouging) on 
the  neighboring  surface  patches.  Detection  and  elimination  of  gouging  from 
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compound  surfaces  is more  challenging  especially  for  cutters  other  than  ball  end 
mill. Another problem is faced, while machining a sculptured surface the tool body 
and/or the tool holder may also collide with the surface  in addition to the bottom 
cutting edge of  the  cutter. Therefore,  the gouging detection algorithm must  (1)  be 
able  to  detect  and  eliminate  gouging  from  the  tool  path  for  compound  surface 
machining  with  high  accuracy  and  efficiency,  and  (2)  consider  the  whole  tooling 
system instead of only the bottom cutting edge of the tool (which has been the focus 
of many researchers). In three‐axis machining ball end mills are more popular than 
flat and round end mills.  It  is easy  to  locate a ball end mill on a surface due  to  its 
simple  geometric  shape.  The  cusp  (remaining  material)  produced  on  the  surface 
after  machining  is  also  uniform;  therefore  the  grinding  or  polishing  efforts  are 
reduced  in  the  next  operation.  However,  flat  and  round  end  mills  offer  higher 
cutting  efficiency  than  ball  end  mill,  because  parts  can  always  be  cut  by  the 






Once all  the CC‐points have been evaluated and corrected  for gouging,  they 
are  converted  to  CL‐points,  and  used  to  generate  NURBS  CL‐path.  For  deep 
understanding of NURBS tool path generation process, a mathematical problem can 
be formulated as follows. Suppose that we want to cut surface  ( , )u vS  using ball end 
mill  cutter along  the CC‐path as shown  in Figure 1.6(a).  Since,  the  ideal CC‐path  is 
unknown a set of CC‐points is sampled along the curve based on chordal deviation 
tolerance.  Using  the  surface  normal  ˆ n at  CC‐points  and  cutter  radius r ,  the 
corresponding set of CL‐points is generated (Figure 1.6(b)). Fit a NURBS curve to all 
CL‐points to approximate the ideal CL‐path (Figure 1.6(c)). To evaluate the quality of 
the  CL‐path,  compute  the  perpendicular  distance  to  calculate  the  approximation 
error by projecting each CL‐point on the curve. The approximated CL‐path is said to 
be  acceptable  if  the maximum approximation  error  is within  the  fitting  tolerance. 




this  double‐tolerance  approach  only  makes  sure  that  the  approximated  CL‐curve 











To  avoid  this  problem,  it  is  essential  to  make  sure  that  the  approximated 
curve  respects  the  ideal  path  along  its  whole  length,  instead  of  at  only  discrete 
points.   There are some existing methods which guarantee  the global control over 
the  approximation  error,  but  they  need  high  curve  degree,  and  large  number  of 
control points  to generate  the offset  curves  (CL‐paths).  Furthermore,  the CL‐paths 
generated  by  these  methods  are  only  planar  curve,  which  can  only  be  used  for 







producing the sculptured part. Usually the free‐form CL‐path   ( ) ( ) ( ) ( ) Tu x u y u z uC  is 
represented  via  unit  less  parameter (u‐parameter),  which  needs  to  be  converted 
into  time  domain  during machining.  Tool  positions  in  terms  of  time  instead  of  u‐
parameter are called reference commands and become the  input of position servo 
control  in  CNC machine.  This  process  of  command  generation  for  curves  is  called 
parametric interpolation and is performed in the CNC controller during machining.  
Let V  and  sT  are  the  required  machining  feed‐rate  and  sampling  time  of  servo 
control  respectively.  The  linear  distance  travelled  by  cutter  along  the  tool  path 
during time   sT is    sVT . The job of parametric interpolator is to generate a point on 
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( )uC  by  incrementing u  within  each  interpolation  period sT .  In  simplest way,  this 
increment  can  be  a  uniform  value  i.e. u =constant.  But,  unfortunately  uniform 
increment  in  parametric  space  does  not  correspond  to  uniform  length  of  cutter 
movement  in  machining  space  due  to  the  non‐linearity  between  a  curve  and  its 
parameter. Consequently, the travelling distance in each interpolation period will be 
different during  the same  sT , which means values of actual  feed‐rate are different 
from the commanded feed‐rate, resulting in feed rate fluctuations, which produces 
surface finish variations and unnecessary longer machining time.  
Since,  cutter moves  in  straight  path  between  two  consecutive  interpolated 
points, the chordal error is unavoidable. Another problem of NURBS interpolation is 
that  it  is  difficult  to  get  analytical  solutions  for  the  chordal  error  between  the 
interpolated curve and the ideal curve. If the extreme variations in curve derivatives 
among  the  knot  spans  and/or  high  curvature  values  are  encountered,  existing 
interpolators may produce cutter trajectory errors beyond the tolerance.  Although, 
NC program cannot change the way the controller moves the cutter, the CL‐path can 
be  changed  in  such  a  way  that  these  errors  are minimized  or  at  least  decreased. 
Therefore, the last part of the research deals with the re parameterization of the CL‐
path,  so  that  the  real  time  parametric  interpolator  will  be  able  to  compute  an 
appropriate  value  of  parametric  increment  for  each  interpolation  cycle,  which,  in 





The  first  objective  of  this  research  is  to  develop  efficient,  and  accurate 
generalized  gouging  detection  algorithms  for  compound  sculptured  surface 
machining on 3‐axis CNC milling. To achieve this objective, it is essential to develop 
a  technique  to  check  all  CC‐points  accurately  with  high  searching  efficiency.  One 
purpose  of  this  part  is  to  make  the  algorithm  as  generic  as  possible  so  that,  the 
methodology  can be applied  to different  cutting  tool  shapes  (flat  end mill  to  form 
milling cutters) and complex part surfaces (simple to compound surfaces).  
After  gouging  detection  and  elimination  from  CL‐points,  the  next  main 
objective  is  to  develop  a  methodology  for  generating  smooth  CL‐path  in  NURBS 




(2) For  global  error  control,  it  is  necessary  to  know  the  maximum  error 
(upper bound). Therefore,  the error  function needs to be converted  into 
scalar  NURBS  form,  and  based  on  convex  hull  property  the  maximum 
coefficient  of  the  NURBS  curve  can  be  used  to  estimate  the  maximum 
error.   
(3) An  algorithm  is  also  required,  to  adjust  the  approximated  CL‐path  at 
proper locations according to the positions of maximum coefficient of the 





Once  the  general  NURBS  CL‐path  with  unit  less  parameter  ( 0[   1]u )  is 
developed  the  last objective  is  to  convert  it  into piecewise NURBS  tool paths with 
the  arc  length  parameter  ( 0[   L]s ).  It  is  generated  off‐line  by  taking  the NURBS 
interpolation  into consideration.   This  type of  tool path  is essential  for high speed 
and  accuracy  machining  along  the  NURBS  CL‐paths  with  high  curvatures.  To 
generate this path 
(1) A  methodology  is  required  to  sample  the  cutter  location  points, 
estimation of their arc‐lengths and fit a NURBS curve to these CL‐points. 
(2) The path and parameterization errors need  to be within  the prescribed 
tolerances. 
(3) For  accurate  tool  trajectory  and  consistent  tool  velocity  in  high  speed 
machining  the highly curved arc‐length parameterized CL‐path needs  to 


















curve  offsets  for  B‐Spline  NC  tool‐paths  with  offset  error  globally  bounded. 
Simulation  results  are  presented  to  show  that  our method  is  better  than  existing 
methods  in  terms  of  number  of  control  points  and  order  of  the  curve  for  a  given 
tolerance  value.    Chapter  5  develops  an  integrated  approach  to  generate  cutter 
location path in B‐Spline form for three axis surface machining with high accuracy. 
Finally  chapter  6  introduces  a  new method  to  reparameterize  the  cutter  location 






This  chapter  reviews  the  state‐of‐the‐art  technologies  of  gouging  detection 
and  elimination,  2D  curve  offsetting,  3D  NURBS  tool‐paths  and  real‐time  CNC 
interpolation. The limitations of the current methods are also discussed. 
2.1 Gouging Detection and Elimination 
  In  surface  machining,  gouging  and  interference  hinder  the  surface  quality 




surface without  gouging,  but  it  results  in  low machining  efficiency.  In  the  second 
approach the machining efficiency is increased by selecting large cutter size for only 
those  surface  regions  which  are  gouging  free  and  then  the  remaining  surface  is 
machined with smaller cutter. 
  Choi  and  Jun  [10]  studied  interference  detection  for  CC‐point  tool  path 
generation approach. First the CC points were converted into a triangular mesh and 
interference was detected by comparing each CC‐point with its neighbor CC‐points. 
Wenliang  et  al.  [11]  also  used  discrete  definition  of  the  surface  using  triangles  to 
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detect gouging  for ball end‐mill cutter. Yang et al  [12]  found  the optimal ball end‐
mill cutter size for gouging free machining of free form surface represented by point 





will  be  gouged  and  it  is  termed as  global  gouging.  George  et  al.  [15]  used  surface 
offsets  to detect  interference, and checked  for  the self  intersection curve. The  tool 
path is then planned over the CC surface after removing the CC data that lies inside 
the  self  intersection  curve.  The  key  problems  in  this  approach  are  to  find  offset 
surface first and then to identify its self intersections. This method is only applicable 
for  ball‐end  mill  cutter.  Hatana  et  al.  [16]  isolated  the  interfering  regions  of  the 




finding  the  total  interference  area  (TIA)  using  extreme  curvature  values.  Global 
interference  is detected by checking the collision of  the cutter with surface during 






  These  methods  cannot  detect  local  and  global  gouging  for  compound 
continuous  sculptured  surface machining while  using different  cutter  shapes with 
high  accuracy.  To  incorporate  different  cutter  shapes,  Z.C.  Chen  and  G.  Liu  [19] 
proposed  a  mathematical  model  (imaginary  cutter  size  model)  for  a  compound 
surface  to  determine  the  largest  allowable  cutter  size  using  particle  swarm 
optimization  (PSO)  method.  But  this  method  requires  large  computational  time 
because it randomly searches the whole compound surface for a given CC‐point. 
Finding  gouge  locations  for  complex  surface  machining  is  a  global  optimization 
problem. Among  several heuristic  tools  (genetic  algorithm,  ant  colony, differential 
evolution) particle  swam optimization  (PSO) method,  first  introduced by Kennedy 




are transferred to the CNC machine tool  in  the  form of NC tool‐paths. However,  in 
case of parametric curve (NURBS, B‐spline, Bezier, quintic splines etc) interpolation, 
these  CL  points  need  to  be  represented  by  curves.  For NURBS machining, NURBS 
curves are used  to approximate  this CL‐data. For pocket machining, planer curves 











the  offsets  of  special  geometries,  such  as  the  analytical  and  the  Pythagorean‐
hodographs  (PH)  curves,  several  researchers  [24‐27,  29‐31]  have  proposed  a 
number  of  methods  of  finding  the  offset  of  free‐form  curve  approximately.  The 
common way of evaluating the approximate offset accuracy  in these methods  is to 
calculate  the  deviations  of  the  approximate  from  the  exact  offsets  at  the  discrete 
sample  points.  But  these  deviations  cannot  demonstrate  the  overall  maximum 
approximation error [35]. If the individual deviations are not less than the specified 




  Some  researchers  [32,  33,  35‐37,  39,  40]  have  rendered  methods  of 
approximating  offsets with  the  errors  globally  bounded.  To  estimated  the  overall 
deviations  between  the  approximate  offset   ad uC  and  the  exact  offset   d uC  of  a 
source  curve    uC ,  Elber  and  Cohen  [32]  established  a  function 
      2 2   adu u u dC C  (d  is  the  offset  distance)  to  represent  the  deviations. 
Then,  this  function     u  is  represented  with  a  scalar  NURBS  curve.  Based  on  a 
property  of  the NURBS  curve,  its  largest  coefficient  is  greater  than  the maximum 
value  of    u .  The  curve  locations  with  unsatisfactory  offsetting  results  are 
identified and new knots are simultaneously inserted, until the global error is within 
the allowable tolerance. Reference [35] mentioned the underestimation problem of
   u .  To  remedy  this  problem,  [32]  proposed  angle  function  also  (between 
       adu u uC C  and  unit  normal  vector  N u )  in  addition  to  the  difference 
function    u . 
  Lee,  et  al.  [35]  adopted  a  different  approach  based  on  unit  circle 
approximation to bound the maximum offset error. Let  ( )sU denotes a unit circular 
arc  such  that ' '  ( ) ( ( ))u s uC U .Then  the  exact  offset  curve  can  be  computed  as
  ( ) ( ) ( ( ))d u u d s uC C U . They approximated  ( )sU  with a quadratic polynomial  curve 
segment  ( )sQ  within the tolerance  , and using the parallel constraint   ( ) ( ( ))u s u' 'C Q




        ad u u d s uC C Q  
 ad uC  is a planar rational curve of degree 3 2p , where  p  is the degree of   uC . In 
the  work  of  [36],  Lee,  et  al.  approximated  the  re‐parameterization   s u  and 
represented   sU  exactly  using  a  quadratic  rational  polynomial  curve.  In  this 
method, the only error source is from the approximation of   s u , which violates the 
parallel  constraint       u s u' 'C Q .  In  [37]  they  proposed  3  re‐parameterization 
based  offset  approximation  methods,  LRC,  TMC,  SRC  and  this  time  the  offset 
approximation  error  is  bounded  by   .sind ,  where   is  the  angle  between  the 
normal vector  ( )uN  and the difference vector      ad u uC C . In 2007, Zhao et al. [41] 






with near arc  length parameterization [42‐44, 47, 48].  In  the second approach the 
CL‐points  are  interpolated  or  approximated  by NURBS  or B‐spline  curves  [49‐54] 
with unit less parameter. The main weakness of both approaches is the accuracy of 
CL‐path  can  only  be  guaranteed  at  discrete  CL‐points.  The  CL‐paths  from  first 
approach  do  not  need  any  parameter  approximation  in  real‐time.  In  the  second 
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[42]. In quintic spline interpolation a set of CL points, say 0 1 n, ,...,P P P  are fit to a set 
of  (n‐1)  composite  quintic  spline with  C2‐continuity  condition  at  the  junctions  of 
spline segments. Since only CL points are known, so the first and second derivatives 
at segment junctions are approximated using chord lengths. To reduce the contour 
and  feed‐rate errors,  all  spline  segments  should be parameterized with arc‐length 
instead  of  chord  length.  To  solve  this  problem  [42]  and  [43]  fit  cubic  spline with 
chord  length  parameterization  to  get  unit  tangent  and  second  derivative  at  data 
points  and  approximated  the  arc‐length  between  two  consecutive  data  points  by 
solving fourth degree polynomial. But their methods can only guarantee arc length 
parameterization at both ends and middle point of the quintic spline segment, which 
is  termed  as  nearly  arc‐length  parameterized  quintic  spline.  Wang,  et  al.  [44] 
improved  above discussed method,  by  considering more  locations,  deviating  from 
arc‐length characteristic between two data points. Auxiliary data points are added 





termed  as  approximately  arc‐length  parameterized  C3‐quintic  interpolator  spline. 
Erkorkmaz, et al. [48] proposed two approaches for quintic spline interpolation. In 
the  first  part,  derivatives  at  data  points  and  arc  lengths  are  estimated  using 
optimization with  an objective  to  improve  arc  length parameterization,  instead  of 
using C2‐cubic spline for derivatives. But this may produce a geometrically different 
tool path from the original shape. 
In  the  second  approach  Taosheng,  et  al.  [49]  approximated  the  cutter 
location path by interpolating the discrete CL points using B‐spline segment. Their 
method  is  limited  to  only  isoperimetric  tool‐path  generation method.  The  largest 
deviation  distance  between  the  cutter  location  path  and  the  corresponding 
isoperimetric  path  is  calculated  numerically  at  different  parameter  values.  If  the 
deviation is  larger than tolerance then the tool path  is divided into segments. This 
process is continued until the deviation is within the tolerance value.  
Method  proposed  in  [50]  is  limited  to  iso‐planar  tool  path  generation 
strategy  and  based  on  checking  fitting  errors  at  each  mid‐span  of  the  two 
consecutive  CL  points.  First,  the  sample  points  are  generated  by  computing  the 
intersection of offset surface and the tool driving plane (plane parallel to the axis of 
tool). These points are interpolated by a planar cubic B‐spline curve. The accuracy of 





tool‐paths  generated with  the  CAD/CAM  systems  to  NURBS  paths  for  high  speed 
contour machining.    Langeron,  et  al.  [52] developed  an  approach  to  generating 5‐













establish  a  unilateral  tolerance  zone,  and  generated  a  C1‐continuous  and 
interference‐free planar NURBS tool‐paths to cut the profile.  Lai [59] optimized the 
2‐D offsets of planar NURBS curves, which are NURBS tool‐paths, by introducing an 
evaluating  bound  error  and  a  radiating  web‐like  searching  path.    In  all,  these 
methods  cannot  generate  high  quality  3‐D  NURBS  tool‐paths  for  high  speed‐and‐




curves  that  are  gouging‐and‐interference  free  and  approximate  theoretical  tool‐
paths within a prescribed tolerance.   
The NURBS fitting technique is useful to NURBS tool‐path generation, though 
it  is not  all. A number of  articles of  this  topic  are  reviewed.   Rogers  and Fog  [60] 
developed a technique for constrained B‐spline fitting by modifying the parameter 
values of a group of given points  in  iterations. Weiyin and Kruth  [61] presented a 
simple  method  to  assign  parameter  values  to  randomly  measured  points  for  the 
least  squares  fitting  of  B‐spline  curves.  Park  et  al.  [62]  proposed  a  method  of 
repetitively  fitting  input  curves  on  a  common  knot  vector  in  order  to  have  them 
evenly transited. Borges and Pastva [63] applied Gauss‐Newton method to minimize 
the  fitting error of a  single Bezier  segment  to a  set of ordered points and directly 
evaluated the Jacobian by  implicitly differentiating a pseudo‐inverse. Park and Lee 
[64]  selected  a  number  of  dominant  points  among  a  group  of  given  points, 
determined the knots using the dominant point parameters, and fit a B‐spline with 
lease  squares  minimization.  Brujic  et  al.  [65]  precisely  defined  the  sparsity 
structures  of  the  relevant  matrices  and  fully  exploited  the  structures  to  reduce 
computation time and storage.   
Since  the  CL  paths  generated  by  using  second  approach  are  not 
parameterized by their arc lengths therefore during machining the appropriate path 





commands  and  become  the  input  of  position  servo  control  in  CNC machine.  This 
process of command generation for curves is called parametric interpolation and is 
performed  in  the CNC controller during machining. Different  strategies have been 





has  recently  been  developed  in  some  CNC  controllers.  As  a  reference,  a  pre‐
generated NURBS  path  of  cutter  location  is  fed  into  the  controllers,  and  then  the 
NURBS  interpolator  calculates  in  real‐time  cutter  locations  along  the  path  to 
instantaneously  execute  finite motions of  the  tool NURBS  trajectory  in machining. 
Current  research  on NURBS machining  includes  two  types:  (1)  NURBS  tool  paths 
generation  prior  to  machining  and  (2)  real‐time  NURBS  interpolation  for  NURBS 
tool  trajectory  in  CNC machining.  Type  1  research  is  to  generate  accurate NURBS 
paths  from  geometric  perspective,  and  type  2  is  to  develop  real‐time  NURBS 
interpolation  algorithms  of  CNC  controllers  to  make  sure  that  (a)  the  deviation 
between  the  tool  trajectory and  the path  is  less  than  the prescribed  tolerance and 
(b)  the  tool  consistently  feeds  in  the  prescribed  rate  within  the  acceptable 
fluctuation range. However,  current CAM software usually generates NURBS paths 
with a unit free parameter, which could be highly non‐linear between the parameter 




the  real‐time  cutter  trajectories with  errors  beyond  the  tolerance  and much  feed 
rate  fluctuation.  Even  though  many  researchers  are  working  for  better  NURBS 
interpolation  algorithms  to  solve  this  problem,  it  is  quite  passive  and  challenging 
due  to  the  in‐appropriate  tool  paths  generated  prior  to  machining.  Hence,  an 
effective  solution  is  to  generate  better  reference  paths  in  the  phase  of  tool  path 
planning. Moreover, upon increasing demand for high speed machining in industry, 
the feed rate can be very high, which is a new challenge to the NURBS interpolation 
algorithms  and  can  cause  large  trajectory  errors.  To  find  a  completed  solution, 
review on papers of NURBS path generation and interpolation is carried out. 
Bedi  et  al.  [66]  developed  a  uniform  interpolator  by  fixing  the  parameter 
increment  at  a  constant  value.  Although  the  constant  parameter  increment 
simplifies  the  computation  of  cutter  locations  in  the  online  interpolation  process, 
this method cannot control the cutter trajectory error,  the feed rate error, and the 
feed acceleration /deceleration. Shpitalni et al. [67] represented the relationship of 
the  parameters  of  two  points  using  the  first  order  Taylor’s  expansion,  instead  of 
using the constant parameter increment. This method provides better results of the 
feed  rate,  compared  to  Bedi’s  method.  Yang  and  Kong  [68]  mentioned  that  the 
approximation error using the first order Taylor’s expansion is proportional to the 
sampling  time  and  path  curvature,  causing  feed  rate  fluctuation;  therefore,  the 






variable  feed  rates.  Lo  [71]  used  an  iterative method  in  real‐time  to  calculate  the 
parametric  increment,  instead  of  using  Taylor’s  expansion,  because  of  heavy 
computation;  however,  the  convergence  time  of  this  method  is  not  fixed  [72].  A 
time‐series forecasting model was proposed in [73] to predict the arc length change 
rate  in  terms  of  the  parameter.  Since  this  method  is  predictive,  it  can  result  in 
contour and feed‐rate errors. The higher order terms of the Taylor’s expansion are 
neglected  in  the  first  order  approximation  in  order  to  reduce  computation  load; 
however,  this  causes  feed‐rate  fluctuation.  Thus,  Yeh  et  al.  [74]  proposed  a  speed 
controlled  algorithm  to  avoid  approximation  errors,  and higher order  terms were 
estimated  by  calculating  a  compensatory  value.  But  their  algorithm  is  unable  to 
handle tool paths with high curvatures.  
In  case  of  abrupt  change  of  curve  derivative  among  knot  spans  the  Taylor 
expansion  interpolator  may  produce  large  contour  and  feed‐rate  errors.  An 
algorithm was  proposed  in  [76]  to  remedy  this  problem  by making  sure  that  the 
next  estimated path parameter  is  in  the  current knot  span. But  this makes Taylor 
expansion interpolation method complex which is not suitable in real time. In [77] 
they  used  chord‐length  parameterization  for  quintic  spline  causing  feed‐rate  and 
contour  errors,  which  leads  to  high  acceleration  and  jerk  values.  To  avoid  this 
problem a  tenth degree polynomial  is  solved  iteratively  in  real  time,  to  get  spline 
parameter  for  a  fixed  interpolation  displacement.  With  the  development  in  NC 





developed a  seventh degree  feed correction polynomial  for  each  spline  segment by 
applying a  least square  fit over  the arc displacement and spline parameter values. 
For  each  spline  segment  a  separate  seventh degree polynomial  is  required, which 
have  to  be  included  along with  the  data  points  in NC  program,  therefore,  in  high 
precision  applications  the  amount  of  information  becomes  huge.  A  quintic 
polynomial  was  proposed  in  [75]  for  the  same  purpose.  Since  error  bound  is 
calculated  with  the  assumption  that  the  curvature  varies  with  parameter 
monotonically, during segmentation monoticity is checked, so that the estimated arc 
length  differ  from  the  actual  one  no  more  than  the  error  bound,  otherwise  the 
segment is bisected. Although the monoticity of curvature is checked by comparing 




Inverse  length  function.  NURBS  curve’s  length  is  calculated  numerically  using 
adaptive  quadrature  method  and  divided  into  segments  until  the  length  of  each 





representing  spacing  of  points  as  function  of  arc  length  for  any  parameter  curve. 
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In  this  chapter,  we  reviewed  current  techniques  closely  related  to  this 
research,  including  gouging  detection  and  its  elimination  from  the  NC  tool  path, 
NURBS tool path generation methods  for pocket and three axis sculptured surface 
machining  and  finally  the  NURBS  interpolation  techniques  to  generate  the  cutter 
trajectories  during  machining.  Some  of  the  current  methods  still  suffer  certain 








 Today,  there  is  a  great  demand  for  sculptured  surface  parts,  which  are 
challenging  in  design  and manufacturing.  During machining,  in  some  applications 
these  surfaces  can  be  very  complex  that  are  susceptible  to  gouging.  The  term 








gouging  for  complex  compound  surface.  The  proposed  method  uses  global 
optimization technique to improve the accuracy, and a discrete hybrid PSO method 




milling  cutters.  Current  approach  reduces  the  long  computational  time  for 
evaluating  the  whole  compound  surface,  by  checking  only  the  potential  gouge 
surface patches. An effective method  is used  to  calculate  the CL‐points  and detect 
gouging  for  free‐form  milling  cutter  also.  Different  examples  are  used  to 
demonstrate  that  the  proposed  method  can  be  used  to  identify  and  eliminate 
gouging in complex compound surface machining using a variety of cutter shapes. 
3.2 Gouging Types in 3­Axis Machining  
Sculptured  surface  parts  such  as  stamping  dies  and  injection  molds  are 
designed  with  compound  surfaces  because  of  shape  complexity.  A  compound 
surface, S  is  composed  of  several  surface  patches     0 1,  , ,...i u,v i nS  connected 
each  other  with  different  continuity  conditions.  During  NC  machining  of  these 
surfaces, while  removing material  around  a  CC  point,  the  tool may  interfere with 
another point (or points) on the same surface patch or the neighboring patches.   If 




patch  0S  at  a  CC‐point  CC CC CC CC[ ]Tx y zP  and  the  corresponding  CL‐point  is
CL CL CL CL  [ ]Tx y zP .  In  the  current work,  different  cutter  shapes;  ball,  flat,  round 




gouges  are  illustrated  in  Figure  3.1  using  ball  end  mill  as  an  example:‐    local 
gouging: when the local radius of curvature is less than the tool radius, the bottom 
of  the  cutter  interferes  with  the  surface  see  Figure  3.1(b);  global  gouging:    If 
anywhere the angle   between the surface normal n  and the z‐axis exceeds 90  , the 
cutter  body  gouges  the  surface  in  that  region,  see  Figure  3.1(a);  gouging with 
neighboring patch:  If  two  or  more  surface  patches  are  connected  each  other  in 
such  a  way  that  the  cutter  accessibility  to  a  CC‐point  on  one  surface  patch    is 
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At  a  CL‐point  CLP  the minimum  value  of   f z  is  calculated  using  optimization.  If 
 Min. 0f z  then,  machining  the  surface  at  this  location will  cause  gouging.  The 
representation  of   f z changes  according  to  the  cutter  shapes  and  z‐value  of  the 
test point    [ ]Tx y zP as shown in Eq. (3.1). 
CL CL CL(x ,y ,z )CL
CL CL CL(x ,y ,z )CL
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As it was mentioned that for gouging detection the minimum value of   f z  is 
required,  but  for  different  shapes  of  cutting  tools  and  complex  part  surface,  large 
number  of  local  optimum  solutions  are  possible.  Therefore  at  a  CC  point  the 
detection of  gouging becomes a global optimization problem. Finding an arbitrary 
local  optimum  is  relatively  straightforward  by  using  local  optimization  methods. 
Finding  the global maximum or minimum of a  function  is much more challenging. 
Several modern heuristic tools have evolved in the last two decades that facilitates 
solving global optimization problems like; genetic algorithm, ant colony, differential 
evolution  and particle  swarm optimization. Among  these methods particle  swarm 
optimization is becoming popular due to its simplicity of implementation and ability 
to quickly converge to a reasonably good solution [21]. Like other population‐based 
optimization methods PSO also randomly searches  the global best  solution and  it 
may  take  longer  time  to pinpoint  the global optimum. On  the other  side gradient‐









In  this  section  we  explain  all  the  steps  required  to  find  gouging  for  a 
compound surface. A compound surface has several patches, and for a CC‐point only 
few of  them may  interfere with  the  cutting  tool.  Since,  the  computational  cost  for 




the  patch 0 S and 1 S  is  one  of  the  neighboring  surface  patches,  enclosed  by  its 
convex hull of the control polyhedron, denoted by  . According to the convex hull 
property of a NURBS surface [1], if the tool does not intersect with   ,  1 S  will not be 
gouged  by  the  cutter  at  that  location  (Figure  3.3(a)),  which  is  necessary  and 
sufficient  condition.  On  the  other  side  the  intersection  of     with  the  cutter 

















  0 0 0( , )u vS , base surface patch where CL‐point exists 
  1 2( , )( , ,... )i i iu v i mS , intersecting patches  
   ( , )u v , rough estimation of the global optimum position 
  * *( , )u v , estimation of the global optimum position within tolerance 
Input:  
  S , the compound NURBS surface 















Find all intersecting patches  1 2, , ,...i i mS    
For    j = 0 to m  
1. Discretize    jS  
2. Run PSO to find   ( , )u v  
3. Use   ( , )u v as the input to the gradient method to find * *( , )u v within   















entities  like  lines  and  arcs;  therefore  the  computation  of  a  CL‐point  is  straight 
forward. On the other side free form cutters require a curve to define their profile, 
therefore  the  calculation  of  a  CL‐point  for  this  type  of  cutter  is  different.  For  this 
purpose  we  consider  the  profile  curve  and  assume  that  it  is  in  parametric  form, 
denoted by   ( ) = ( ) ( ) ( ) Tu x u y u z uC (Figure 3.5(a)).  To  calculate  a CL‐point CLP  the 
parameter value  cct  on  the profile  curve  is  searched by matching  the direction of 
cutter  profile  normal  pn and  part  surface  normal  sn  when  the  cutter  is  in  contact 
with  the  part  surface  at CC P .  Because  of  the  strictly  convex  shape  of  the  curve 
(curve  tangent  touches  the  curve  only  at  a  single  point)  there  is  only  one  unique 
value  of  cct ;  therefore,  any  gradient‐based method  can be  used  to  quickly  find  it. 





1 2  CL CCP P b b  
The first translation is 1b which is from  CCP to point O  and it is given by: 
   1 1






a n a  
where  1   br is the horizontal component of the vector from oP  to  CCQ  (Figure 3.5(a)) 
The second translation is  2b which is from point O  to  CLP and it is given by: 
1 2  . brb a  






















form cutter  is used  to machine  the  surface.  Say,      = Tt t t tx y zP is  a point on  the 
part surface and we want to check that the point is outside the cutter envelope (no 
gouging) or inside (gouging). The first task is to find a point on the curve, that has 
the  same  z‐elevation  as  of  the  test  point tP ,  and  call  it  as  profile  point 
      =
T




Finding profile point pP requires the estimation of curve parameter value pu   





















    i.e.  z  zt p tP .  For  parametric  curves  the  computation  of  such   z  p is  highly  non 
linear  problem  therefore  to  facilitate  the  computation  of  pP  the  profile  curve 
30   ( ) [ ( ) ( ) ( )]:[    1]  u x u y u z u RC is  re‐parameterized  along  z‐axis.  Since  for 
arbitrary  parametric  curves  the  desired  re‐parameterization  can  only  be 
approximated,  therefore  the  objective  is  to  approximate  the  function 
  ( ) [ ( ) ( ) ]f m x m y m m  by  another  curve ( )zC .  The  feature  of  this  approximated 
re‐parameterized  curve   ( )zC is  that  pP  can  be  directly  calculated  from  the  z‐
elevation  of  the  test  point  as  the  curve  parameter  value  instead  of  searching  the 
curve  parameter.    Let    tr  and  pr  denote  the  distances  of   tP and    pP  from CLP





ball end mill cutter of radius 0.5  inch  is used to generate  the gouge  free CC‐paths. 







surface  machining  work  bench,  without  changing  the  machining  parameters  and 






















































































































cutter  may  gouge  the  other  neighboring  patches,  therefore  it  is  important  for 
gouging detection algorithm to check the suspected neighboring patches also. Figure 
3.11, shows a compound surface which contains six surface patches. We have used 




















for  three  axis  compound  surface  machining.  For  higher  accuracy  the  proposed 
method uses optimization technique and a discrete hybrid PSO method is developed 
to  improve  the  computational  efficiency.  The  cutter  shapes  mostly  used  in  the 
industry have been discussed  to check gouging  for complex surface machining. To 
avoid  searching  across  the whole  surface, which  is  normally  composed  of  several 
surface patches,  a method  for  the query of  only potential  gouge patches has been 











has  been  under  research  for  a  long  time,  and  it  has many  industrial  applications, 
especially,  in  NC  tool  path  generation  for  pocketing.  For  B‐spline  tool  paths,  it  is 
often  required  that  the  tool  paths  have  fewer  control  points,  lower  base  function 
degree,  and  higher  geometric  accuracy.  However,  the  existing  methods  often 
generate the offsets of 2‐D free‐form curves in the form of B‐spline curves with high 
function  degree  and  many  control  points.  Although  these  offsets  are  useful  in 
computer‐aided  design,  they  are  inappropriate  for  the  use  of  CNC machining.  To 
address  the  problems  in  order  to  generate  high  quality  B‐spline  tool  paths,  this 
original  work  formulates  an  error  function  of  the  offset  approximation  and  then 
constructs a NURBS curve to globally bound the errors. By checking the maximum 
coefficient  of  the  bounding  curve,  the  upper  bound  of  all  the  approximated  offset 
errors  is  found and the errors can be reduced by adding more offset points at  the 
appropriate  locations.  The  proposed  new  approach  is  more  efficient,  and  the 
 52 
 
resulting  offsets  in B‐spline  are more  accurate with  fewer  control  points  and  low 
function degree.  It  is useful to generate B‐spline tool paths for CNC pocketing, and 
has potential for other applications in industry. 
  In  this  chapter we  use  a  different  approach  from  Elber  and  Cohen  [32]  to 
bound  the  error  globally  in  curve  offset  approximation.  They  computed  the 
difference  of   ad uC  and   uC to  generate  the  difference  function,  which  may 
underestimate  the error bound  (for details  see  [35]).  In  contrast, we estimate  the 
difference function between the approximated offset and  ad uC  and the exact offset 
( )d uC  to  develop  the  error  function   u ,  which  guarantees  to  avoid  the 
underestimation  problem,  faced  by  [32].  Although  the  approximation  methods 
based  on  circular  approximation  [35,  36,  41]  give  exact  and  sharper  error  bound 
than our method, but normally produce high degree approximate offset curve with 




For a given regular B‐spline curve         T,  u x u y uC ,  its  true offset  curve 
 d uC  at distance d along its unit normal vector   uN  is given by 
         
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To represent the offset with a B‐spline curve, the true offset   d uC  is approximated 
by  fitting a B‐spline  to  it. Basically,  the approximate offset   ad uC  is  represented as
        ,a a ad d du x u y u TC .  
  By considering Figure 4.1, the difference   uR between the true offset and the 
original curve is 
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and the difference   uS between the approximate offset and the original curve is 
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The offset error    u  is defined as  the distance between  the  true offset   d uC  and 
the approximate offset  ad uC . The representation of the offset error is  
               ( ) ( ) ( ) r s r su u u x u x u y u y uR S   
Because of  the presence of  square root,    u cannot be represented  in polynomial 
form. Therefore, the square of the offset error is introduced as 
          2 22    ( ) r s r su x u x u y u y u  (4.2) 
To simplify the offset error function, set  










              2       cos r s r sf u u u x u x u y u y uR S   
where   is the angle between   uR  and   uS , and Eq. (4.2) can be simplified as 
      2 1 22    u f u f u  (4.3) 
Taking square on both sides 
        2 22 1 22    u f u f u   
          4 2 2 21 1 22 4   u u f u f u f u   
Since   is normally very small therefore;   4 0 u  
        2 2 21 1 22 4  a u f u f u f u  
where   a u is the approximated offset error function  
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 (4.5) 
Lemma:  For  a  given B‐spline  curve   uC  and  its  offset  distance  d ,  the  true  offset 
curve   d uC  cannot  be  represented  with  a  B‐spline  curve.  To  represent  the  true 
offset curve, a B‐spline curve   ad uC  is fit to sample points on   d uC  to approximate 
it.  The  offset  error  function    a u  is  defined  above.  A  function   δ u  of  an  upper 
bound of the offset error is found as 
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  The module of  the difference   uR  between  the  true offset  and  the original 
curve  is    uR ,  and  the module of  the difference   uS  between  the  true offset and 
the approximate curve is    uS . The following relationship always holds, 
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Since  angle   is  the  angle  between   uR  and    uS ,  generally,  the  in‐equation 
0 1 cos  is  true. By multiplying  this  in‐equation with  the above  in‐equation, we 
get  
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therefore, 
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  Since  the  function  is always equal  to or  larger  than the square of  the offset 
error  function,  it  is  an upper bound  function of  the offset  error  function.  In  other 
words, the square root of the maximum value of the bound function is guaranteed to 
be larger than all the error along the offset curve. The function is a rational function; 
and  its numerator and denominator are polynomials without  square  root. Thus,  it 





The main  feature  of  this work  is  to  effectively  control  the maximum offset 
error within  a  specified  tolerance  in  the  process  of  approximating  the  true  offset 
with  a  B‐spline  curve.  The  resulting  offset  in  B‐spline  form  is  accurate  with  less 
control points and lower function degree. This feature is superior for the purpose of 
generating  B‐spline  tool  paths,  compared  to  the  current  offset  methods.  In  the 
current  work  of  finding  approximate  offsets  in  B‐spline  form,  the  offset  errors 
between the approximate and the true offsets are not globally checked.  It is always 
a  concern  about  the  errors  of  the  approximate  offset  between  the  sample  points.  
This is why some researchers have proposed offset approximation methods with the 
errors bounded all along the offset curve.  
  To  globally  control  the  offset  error,  it  is  necessary  to  know  the maximum 























δ  (4.6) 
Where  iF  are the control points,  iw are the weights, and  i pN u, ( )  are the  pth degree
basis  functions.  Among  the  scalar  coefficients iF ,  we  can  find  the  maximum 
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u( )δ σ  This result implies that 
 2u umax( ( )) max( ( ) )     (4.7) 











1. Sample points on the offset curve  d u( )C  using Eq. (4.1), Figure 4.2(b). 
2. Apply the least square method to approximate the exact offset  d u( )C  by a B‐
spline curve  ad u( )C  with any suitable degree, Figure 4.3(a).  
3. Find the corresponding upper bound function u( ) of the offset error, Figure. 
4.3(b). 
4. Find  the  maximum  value  of  the  coefficients  of u( ) ,  iFmax( )  in  Eq.  (4.6)  to 
bound the maximum offset error according to Eq. (4.7). 
5. If iFmax( )  ,  break  the  base  curve  into  segments  at  iu and  1i pu    knot 
values of ad u( )C . 
6.  Repeat  steps  2‐5  for  each  segment  of  the  base  curve,  until  the  offset 
approximation errors for all segments are within the tolerance, Figure 4.5. 
7. Eliminate  removable  control  points  from  the  approximated  offset  curve 












approximations.  First,  points  are  sampled  on  the  offset  curve d u  ( )C ,  Figure.4  2(b). 
There are several techniques of curve fitting to the sample points; we have chosen 
global  least  square  approximation  technique  and  parameterization  from  the  base 
curve  to get offset approximation  ad u( )C  using a 3rd degree B‐spline curve   with 28 
control points, Figure 4.3(a). To determine the accuracy of ad u  ( )C , the proposed error 
bound  function  u( ) is  computed.  To  represent  u( )  as  a  NURBS  curve,  let  the 
numerator is  A u( )  
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Where iP  and  p  are the control points and degree of  A u( )  and similarly  jQ  and q  are 
the control points and degree of B u( ) . We have used Matlab spline tool box to solve 
































Since q p  and  m n ,  therefore to match the degree and number of control points 
of  B u( )  to  A u( )  we  used  degree  elevation  and  knot  insertion  processes  which 










































F =   i
w





























δ  (4.10) 
Eq. (4.10) is the standard NURBS representation of u( )  (see Figure 4.3(b)). To find




  We  have  already  proved  that  offset  error  can  be  globally  bounded  by  the 
maximum value of  the  coefficients  of u( ) .  In  this  example  the 129th  coefficient  of 
u( )  is the extreme value and it is found to be 4129 6 021 10F  .   . Since,  129F    the 
approximated  offset  is  segmented with  the  objective  to  decrease  the  offset  error. 
Using  the  local  property  of NURBS  curve  the  base  curve  u( )C is  broken  at 129u  and 
133u   to  convert  it  into  three  segments.  For  all  segments,  new  offset  curves  are 




bound  function  is  used  to  find  the  maximum  error  and  its  location;  after 
segmentation only 23 control points are required and the maximum offset error is 
lower than the tolerance. Figure 4.4(a) shows the square of exact offset error 2u( ) to 
compare  with  the  error  estimated  by  the  proposed  upper  bound  function u( ) , 
Figure 4.3(b). For further clarification the difference of  u( )  and  2u( ) is depicted in 












1  2  3  4  5  6  7 
x (inch)  0.3002  0.6007  3.3409  4.3524  4.8219  5.7489  6.3163 
y (inch)  0.0479  5.3615  ‐1.1651  ‐1.0703  0.4364  1.1416  ‐0.0375 
 





















polygon; (b) upper bound function of the offset error u( ) . 























































































































































and the corresponding ( )u for 3 segments. 
4.4   Application and Comparisons 
  In  this  section,  we  give  the  comparison  of  our  method  based  on  error 
function  with  other  offset  approximation  methods.  Lee  et  al.  [35]  gave  the 
comparison of the existing curve offsetting methods with their method in terms of 
accuracy  and  number  of  control  points  using  different  curve  shapes.  We  have 

















































value.  The  first  example  in  Figure  4.6  is  a  cubic  Bezier  curve  with  four  control 
points:  (‐0.7859,  0.8918),  (‐0.9933,  ‐0.5969),  (0.3000,  ‐2.5000)  and  (0.9000,  ‐
0.2000). An approximate offset curve  ad u( )C  at radius 1.0 is generated using the least 
square  method  and  the  distance  between  d u( )C  and  ad u( )C  is  estimated  using  the 
error  function u( ) .  The  maximum  deviation  of  ad u( )C  form  u  ( )C is  bounded  by 
 d± σ( )  as shown in Figure 4.7(a). The corresponding error  u( )  is shown in Figure 
4.7(b).  The  offset  approximations  for  different  tolerance  values  along  the  upper 
bound functions  u( )  are shown in Figure 4.8(a)‐(e).  
 
Figure 4.6 Cubic Bezier curve with control polygon. 
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  The  last  column  (proposed  method)  of  Tabel‐4.2  shows  the  number  of 
control  points  to  approximate  offset  curve  of  degree  5  for  different  values  of 
tolerances, and it is clear that the proposed method requires least number of control 
points as compare  to other methods  (we have used  the same abbreviations, M2  is 
the method proposed by [37], for the details of methods and symbols see [37]). 
Table 4.2: Comparison of the proposed method with current methods for the 
number of control points.    Cobb  Elb  Elb‐2  Til  Lst  Lst‐2  M‐2  Prop. 
10‐1  10  11  13  10  7  10  22  7 
10‐2  31  24  25  31  13  19  29  12 
10‐3  94  74  97  97  19  31  43  18 
10‐4  316  216  322  322  31  46  71  23 
10‐5  865  974  769  886  50  88  127  29 
 
  The  second  example  in  Figure  4.9 is  a  cubic  uniform B‐spline  curve with  7 
control  points  (‐3.0162,  2.3414),  (‐3.9719,  2.2084),  (‐1.0705,  0.07228),  (0.3196,  ‐
2.7752), (‐0.1528, 2.299), (2.9242, ‐0.9399) and (2.8027, 3.0278). The approximate 
offset  curves  ad u  ( )C  of  degree  5  at  radius  0.5  are  generated  for  different  tolerance 































































































For higher  tolerance values  the  curve was divided  into segments at proper 
knot  values  as  discussed  in  section‐3.  Table‐4.3  shows  the  comparison  of  our 
method  (last  column)  in  terms of  total number of  control points  required  to meet 






































































































the  prescribed  tolerances  for  offset  approximation  to  the  cubic  B‐spline  curve  in 
Figure 4.9. 
Table  4.3: Comparison of  the proposed method with  current methods  for  the number of 
control points.    Cobb  Elb  Elb‐2  Til  Lst  Lst‐2  M‐2  Prop. 
10‐1  28  19  22  25  16  31  78  19 
10‐2  73  57  55  67  48  49  92  39 
10‐3  208  174  190  202  84  94  120  65 
10‐4  637  417  550  640  138  166  176  94 
10‐5  1846  1357  1690  1918  240  277  302  146 
4.5   Summary 
This work has  proposed  a  new approach  to  approximating B‐spline  offsets 
with curves  in the same form, which are appropriate  for CNC pocketing. The main 
feature  of  this  approach  is  that  the  offset  error  is  globally  bounded  during  the 
approximation  process.  The  research  contribution  is  the  upper  bound  function  of 
the  offset  error  function  constructed  in  this  work,  which  can  be  used  to  easily 
estimate  the  maximum  offset  error  in  order  to  globally  control  the  offset  error. 
Many tests have demonstrated the effectiveness of the upper bound function.   The 
approximate  offsets  in  B‐spline  form  basically  have  fewer  control  points,  less 
function  degree,  and  all  their  offset  errors  are  within  the  specified  tolerance. 
Therefore,  the  offsets  are  appropriate  for  the  use  of  CNC  pocket machining.  This 













Non‐uniform  rational  B‐spline  (NURBS)  tool‐paths  have  already  been 
accepted  in  industry  for machining sculptured surfaces of aerospace, aeronautical, 
mould,  and  automotive  parts.  Compared  to  free‐form  surface  machining  of  the 
conventional  linear  and  circular  tool‐paths,  the  advantages  of  using  NURBS  tool‐
paths  in  surface machining  [43,  44]  include:  (a)  the  cutters  can move  faster with 
better kinematics, (b) the machined surfaces are smoother, and (c) the NC programs 
are smaller in size. To ensure these advantages, high quality NURBS tool‐paths are 















shaped parts,  the  resulting paths have  the problems:  (a)  the path  is  accurate  to  a 
number of discrete CL points, but not  to  the  theoretical CL path, which means  the 
machining  error  is  not  globally  bounded;  (b)  the  path  is  not  arc‐length 
parameterized  NURBS  path,  which  is  required  by  the  NURBS  interpolation  of  the 
CNC  controller;  and  (c)  the  detection  gouging  along  a NURBS path  is  difficult  and 
deleting the NURBS path segments with gouging is troublesome. 










First,  the  arc‐length  parameterized  NURBS  tool‐paths  are  introduced  in 
Section  5.2.  Second,  the  theoretical  cutter  location  path  is  defined  and  samples 
cutter  locations and their arc‐lengths are computed  in Section 5.3. Third, gouging‐
and interference detection is applied to the discrete cutter locations to eliminate the 





With  development  of  NURBS  interpolation  in  CNC  controllers  for  CNC 
machining of accurate, smooth sculptured surfaces, NURBS tool‐paths are necessary 
in order to use this new function. As the core of this emerging high technique,  the 
NURBS  interpolation  and  the  NURBS  tool‐path  generation  have  not  been  well‐
established  yet  and  are  under  extensive  research  in  academia  and  industry.  In 
machining,  the  NURBS  tool‐path  is  input  to  the  interpolation  algorithm  as  a 
reference; and it is expected that the controller guides the tool in real‐time moving 
along  a  NURBS  trajectory  with  the  prescribed  feed  rate,  thus,  they  are  closely 
related.  It  is well  known  that,  if  the NURBS  tool‐path  is  arc‐length parameterized, 
the  interpolation algorithm can easily  generate  accurate  tool  trajectory  complying 
with  the  path  and  ensure  good  tool  kinematics.  Although  many  researchers  are 
developing advanced NUBRS  interpolation algorithms to handle non‐linear NURBS 









Mathematically,  arc‐length  parameterized  NURBS  paths  and  general  NURBS 
curves  are  formulated  with  similar  parametric  equations;  however,  they  are 
essentially different. The NURBS curves are a new type of curve model in computer‐
aided  design  to  represent  free‐form  geometry.  A  general  NURBS  curve  can  be 
attained  by  fitting  a  group  of  points with  the  least  square method;  by  taking  the 
chord lengths as the point parameters, an approximate arc‐length NURBS curve can 
be  found.  The major  concern  is  the  deviations  between  the  points  and  the  curve 
should be less than a tolerance. A NURBS path can be generated by fitting a group of 






to  the  approximate  arc‐length  NURBS  curve  cannot  be  used  for  arc‐length 
parameterized NURBS tool‐paths. 










planning  strategy,  such  as  the  parallel‐plane,  the  iso‐cusp  and  the  steepest 
ascending methods (see Figure 5.1). In the conventional CNC machining with the G1 
linear interpolation, the polygon of the CC points (called CC polygon) that is not on 














Suppose a whole NURBS CL path  is  calculated using a  conventional way and 
represented with one equation. If a segment of the path can cause gouging and/or 
interference,  the  path has  to  be  decomposed  to  remove  the  invalid  segment.  This 
would  be  complicated  and  require  a  lot  of  un‐necessary  effort.  To  address  the 
problems  in  this work,  prior  to  calculating  arc‐length  parameterized NURBS  tool‐
paths, gouging and interference detection is conducted with an optimization model. 
To  ensure  the  path  in  accordance  with  the  theoretical  CL  path  and  its 
parameterization  unity,  an  optimization  model  for  error  globally  bounded  is 
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where  ,i jP  are  control  points,  u  and  v  are  parameters,  and   ,KiN u  and   ,LjN v  are 
blending functions with orders of K and L, respectively. The first derivatives of the 
surface  in  terms  of  u  and  v  are                  S S S
T, , , ,u v x u v y u v z u v
u u u u
S  and
          
      S S S
T, , , ,u v x u v y u v z u v
v v v v
S ,  respectively.  According  to  the  differential  geometry 
theory, the components of the first fundamental matrix of the surface are defined as
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T, ,G: u v u vv v
S S .  Thus,  the  first 
derivatives of E, F and G in terms of u are 
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and 
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and 


















called  their  CC  path  in  practice.  By  definition,  the  theoretical  CC  path,  tCC ,  is  a 
smooth curve with a parameter t, passing through the CC points and exactly lying on 
the  surface  (see  Figure 5.3(a)).  Currently,  the CC path  is  used  to  approximate  the 
theoretical  CC  path  for  CNC  machining  with  the  G1  interpolation.  However,  the 
theoretical CC path is indispensible in computing NURBS tool‐paths. 
Given the CC points, the theoretical CC path   tCC  can be easily found. First, a 
polynomial with a parameter t is fit to the CC points in the parametric space u­v of 
the surface. (see Figure 5.3(b)) The coordinates of  the CC points 1CC ,  2CC , …,  CCMCC  
are  1 1,u v ,  2 2,u v , …,  CC CCM M,u v    in the parametric space, respectively. By using the 
least squares method, a polynomial with a parametric t, e.g., a cubic B‐spline curve, 
can be found as  
       min max: ,    ,
u t
t t t t
v t
    
CC  (5.8) 
The first derivative of this curve is          
T







    
    
    
 
               
CC S
CC S min max
CC S
,
, ,    ,
,
x t x u t v t
t y t y u t v t t t t
z t z u t v t
CC  (5.9) 
 87 
 
With  change  of  parameter  t,  all  CC  points  of  the  theoretical  CC  path  can  be 
calculated. The CC path is necessary to find the theoretical CL path.  
 tCC
 1 1 1: ,u vCC S
 : ,i i iu vCC S
    
 1 1 1,u vCC
CC
 ,i i iu vCC

















Since  fillet  (or  bull‐nose)  end‐mill  is  in  a  generic  shape  of  end‐mills,  the 




(5.9)  of  the  theoretical  CC  path  tCC ,  its  corresponding  theoretical  CL  path  for  a 
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Then,  the equations of  the  first derivatives of  the unit normal vector  in  terms of u 
and v are 
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The first derivatives of   ,u vb in terms of u and v can be formulated as 
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and 
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Meanwhile, the equations of the first derivatives of   ,u vCL  in terms of u and v are 
found as 
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Eqs. (5.11), (5.12), (5.14), (5.15), (5.17) and (5.18) will be used to calculate the arc‐
length  of  any  point  on  the  theoretical  CL  path  in  the  next  section.  This  path  is  a 
critical  reference  for  generating  its  NURBS  representation  because  it  can  better 
control  the  NURBS  accuracy  and  smoothness.  Currently,  people  select  a  group  of 
discrete points and  fit  a NURBS path  to  these points.  In  this way,  the NURBS path 










In  this work,  an  initial NURBS CL path  is  generated using  the  conventional 
way, which  is  to  sample  a  group  of  CLs  of  the  theoretical  CL  path,  and  then  fit  a 
NURBS  curve  to  these  CLs  using  the  least  squares  method.  By  using  Eq.  (5.19), 
number  of  CLM  CLs  can  be  sampled  along  the  theoretical  CL  path, 
    1 1 1: ,u t v tCL CL ,      2 2 2: ,u t v tCL CL ,  …,  and      CL CL CLM M M: ,u t v tCL CL  (see 
Figure 5.5). In order to generate an arc‐length parameterized path, it is necessary to 
calculate  the  true  arc‐lengths  of  the  samples.  Thus,  the  equations  of  the  first 
derivatives of  the  theoretical CL path  in Eq.  (5.19)  in  terms of u  and v  have  to be 
found as follows. 
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where   ,u vu CL  and   ,u vv CL  have been  found  in Eqs.  (5.17) and (5.18);   du tdt  and   dv tdt  
using  Eq.  (5.8).    Hence,  the  arc‐length  of  a  CL  point  with  parameter  t  can  be 
calculated as 
      
min




l t dt t t t
dt
   CL  (5.21) 
To  calculate  true  arc‐lengths  of  the  sample  CLs,  the  adaptive  Simpson 
quadrature  method  is  applied  to  Eq.  (5.21).  After  the  sample  CLs  and  their  arc‐
lengths  are  computed,  gouging  and  interference detection  should be  conducted  at 



















(2)  delete  the  path  segments  causing  gouging  after  machining  simulation.  In  the 
NURBS machining of  sculptured  surfaces,  if  the  cutter overcuts  the  surfaces while 
moving along the NURBS path in simulation, the NURBS path has to be decomposed 
at the CL points between gouging and non‐gouging segments, and the segments with 
gouging  or  interference  have  to  be  cut  off  and  removed.  This  is  troublesome  and 
time consuming. An example  is rendered  in Figure 5.7. To address  this problem, a 
new  approach  different  from  the  conventional  way  is  proposed.  In  this  work,  a 
number of CC points of the theoretical CC path are sampled and their CL points are 
calculated.  Then,  gouging  and  interference  detection  at  these  CL  points  are 






















To  detect  the  cutter  gouging  and  interference  with  the  part’s  surfaces 
including the sculptured surface and its surroundings, computer graphics methods 
are  the  dominate  tool  in  current  CAD/CAM  software.  Although  they  are 
continuously  improved  by  taking  advantage  of  the  latest  computer  graphics 
techniques,  their  methodology  is  mainly  based  on  simple,  arduous  geometric 
operations,  such  as  Boolean  operations  and  polygon  intersection,  without  much 
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intelligence. With  ever  increasing  demand  for  higher  part  precision  in  industry,  a 
perceivable, common weakness of them is that it often takes a long time for them to 
conduct  the detection;  they  could  cause memory overflow,  freezing  the  computer. 
To  find  an  effective  solution,  a  new,  general  optimization  model  of  gouging‐and‐
interference detection is established in this section, which is more precise, efficient 
and completed. 
Specifically,  in  this  completed  model,  the  geometry  of  the  whole  tooling 
system and the part geometry are considered; the tooling system includes the APT 
cutter’s cutting edges, cutter shank and the tool holder, meanwhile, the part includes 
the  sculptured  surface  and  its  surroundings.  The  APT  cutter  is  with  the  generic 
shape  of  flat,  ball  and  fillet  end‐mills.  Thus,  the  profile  of  the  tooling  system  is 
constructed with  six  segments, A‐B  (the bottom cutting edge), B‐C  (the  fillet), C‐D 
(the  side  cutting  edge),  D‐E  (the  side  cutting  edge  and  the  shank),  E‐F  (the  tool 
holder) and F‐G (the tool holder). In Figure 5.8, the profile with the parameters as 
,   ,   ,  FR ,  TR ,  HR ,  TL ,  SL  and  HL  are  defined  in  the  cutter  coordinate  system 
Or h  .  Ball,  flat  and  fillet  end‐mills  are  special  cases of  the APT  cutter.  For ball 
end‐mills,  0    and F T R =R ;  for flat end‐mills,  0    and F R =0 ; and for fillet 
end‐mills, 0    and  F T 0 R R .  For  a  general  APT  cutter,     0;  thus,  AB 
and CD can be found as 




                  1 F T F TcosCD R sin R sin R L cos  
respectively.  The  heights  of  the  turning  points  of  the  profile  can  be  found 
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 (5.22) 
This relationship is used in gouging‐and‐interference detection to check whether or 
not  a  point  under  inspection  is  within  the  tooling  system  while  machining. 













profile modeled  above  (see  Figure  5.8).  In  the  other words,  the  distance  between 
this point and the cutter axis is less than the profile radius at the height of the point.  
Figure 5.6 demonstrates the geometric relationship between the cutter and the part 
in  gouging  and  interference.  Thus,  the  optimization  model  for  gouging  and 
interference  detection  is  constructed  to  minimize  the  objective  function  of  the 
distances  between  the  cutter  axis  and  the  part  points minus  their  corresponding 
cutter profile radii. Suppose  the  tip A of  the APT cutter  is at a CL  in 3‐axis milling 
and the coordinate of the CL point is  TCL CL CL, ,x y z . For any point  T, ,x y z  on the part 
surfaces   1  , , ,iS S S , the objective function is represented as 
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 Minimize        22 2CL CL CLf x x y y r z z         (5.23) 
and 





a  long  time.    In  this  work,  the  hybrid  optimization method  is  employed,  and  the 
result is very satisfactory. 
5.4.2 Hybrid optimization method 
To  solve  global  optimization  problems,  genetic  algorithm  (GA),  simulate 













To  improve  the hybrid optimization method,  in  the  rough search stage,  the 
continuous  problem  domain  is  discretized,  and  the  discrete  PSO  method  is  then 
applied. Compared  to  searching  in  the  continuous domain,  the  solver  can  find  the 
pseudo optimum in the discrete domain more efficiently. With the pseudo optimum 
as  the  initial  point,  the  Newton  gradient  method  can  accurately  pinpoint  in  a 
fraction  of  second.  Figure  5.9  shows  an  example  of  using  the  improved  hybrid 
optimization  method.  In  this  example,  a  NURBS  surface  with  several  local 
maximums  is  used.  The  new  and  the  PSO methods  are  applied  to  find  the  global 
maximum value of the surface, and the results are listed Table 5.1. It is evident that 
the improved hybrid method is much more efficient in solving this problem with the 
same  accuracy,  compared  to  the  PSO  method.  Therefore,  the  improved  hybrid 















optimization method  to  the  gouging‐and‐interference model  at  these  CLs,  the  CLs 
are inspected for validity.  Meanwhile, the critical CL between a valid and an invalid 

















Accuracy  10‐4  10‐2  10‐4  10‐1  10‐4 
Iteration #  109  77  2  34  4 
Time (s)  5.2513  3.7044  0.1927  1.6509  0.3991 
Total Time (s)  5.2513  3.8972  2.0501 
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CL P  (5.24) 
where parameter l is the arc length.  In the fitting process, the deviation between the 
NURBS  CL  path  and  the  theoretical  CL  path  should  be  less  than  a  prescribed 













In  theory,  a  genuine  arc‐length  parameterized  NURBS  CL  path  is 
characterized  with  the  unity  of  the  first  derivative  in  terms  of  the  arc‐length 
parameter, which is represented as 
   1d l
dl




  para=  1d ldl CL  (5.26) 
In the iterative fitting process, the NURBS path is modified by changing the number 
of  control  points  or/and  the  base  function  order  in  order  to  reduce  the 
parameterization  error,  until  it  is  less  than  a  prescribed  tolerance parat .  So,  this 
criterion is represented as 
  para para1 t 1 td ldl   CL  (5.27) 
After an arc‐length parameterized CL path is generated, all points of the path should 









For an arc‐length parameterized NURBS CL path   lCL  generated above, the 
deviation of the path   lCL  compared to the theoretical CL path   tCL  refers to the 
path error, and it  is  important  that  the path error  is within a prescribed tolerance
patht .  Mathematically,  the  path  error  is  defined  here.  At  a  point 
      TCL 0 CL 0 CL 0, ,x t y t z t    of  the theoretical NURBS path  tCL ,  the  tangent vector of 










CL 0 CL 0
CL 0 CL 0
CL 0 CL 0 CL 0
CL 0 CL 0
dx t dx t
dt dt
dy t dy t
x y z x t y t z t
dt dt
dz t dz t
dt dt
                               
 (5.28) 
where  the  coordinates   T, ,x y z  refers  to  any  point  of  the  plane.  The  point 
      T0 0 0CL CL CL, ,x l y l z l    on path   lCL  is the intersection between the path and the 
plane,  so  the  point  should  meet  Eq.  (5.28).  The  distance  between  points 
      T0 0 0CL CL CL, ,x l y l z l    and        TCL 0 CL 0 CL 0, ,x t y t z t    is the error of path   lCL  with 
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reference  to  path   tCL  (see  Figure  5.10).  Upon  all  points  of  the  theoretical  path 
 tCL , the maximum error of path   lCL  can be found in the following optimization 
model. 
Maximize              2 2 2CL CL CLCL CL CL,f t l x t x l y t y l z t z l                 (5.29) 
Subject to:   min max,t t t ,  
         min max,l l l , and 
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dt dt
                                   
 
As a criterion of  the error‐bounded  fitting,  the maximum path error  max ,f t l  ,  the 
solution of  this optimization model,  should be  less  than  the  tolerance patht .    So  the 
criterion is represented as 











Similarly,  the hybrid optimization method  is used  to  solve  the above optimization 
problem  for  the maximum path error.  In  the  fitting  iteration, when  the path   lCL  
meets the criteria of the path and the parameterization errors, the path is a qualified 













To  demonstrate  its  effectiveness  in  generating  accurate,  gouging‐and‐
interference free, arc‐length parameterized NURBS CL paths and its advantages over 
major CAD/CAM software, CATIA V5, the new approach is applied to two sculptured 
surfaces  to  generate  the  paths,  and  then  CATIA  is  used  to  generate  its NURBS CL 
paths  for  finish  machining  of  the  surfaces.  The  parts  of  the  two  examples  are 
machined on an OKUMA 5‐axis CNC milling center to verify the surface quality cut 
with our and CATIA NURBS paths.  In  the  first example,  a  sculptured surface  to be 
machined is a NURBS surface with four by four control points shown in Figure 5.12. 
A  ball  end‐mill  of  half  an  inch  diameter  is  used  in  finish  machining.  The  surface 














curves  of  its  path  and  parameterization  errors  are  plotted  in  Figures  5.14(b)  and 




















and  the  CATIA  paths  are  plotted  in  Figure  5.15(a).  However,  it  is  clear  that  the 
CATIA paths are not smooth. Figure 5.15(b) shows a zoom‐in of the paths, which are 
not smooth. Moreover, the number of the total control points of the CATIA NURBS 
paths  is  1074,  and  that  of  our  paths  is  225.  By  using  the  NURBS  tool  paths,  the 
surface  cut with  our  paths  is much  smoother  that  the  surface  cut with  the CATIA 
paths. The photos of the machined parts are provided in Figure 5.16. 



















































5.17. To cut  the surface, a ball end‐mill with half an  inch diameter  is used and the 
tolerance is 0.025 inch. In our approach, since the cutter cannot access the bottom of 




















For comparison, CATIA  is also applied  to  the surface  in  the second example. After 






















(2) conducting gouging and  interference detection  to eliminate  invalid sample CLs 
before  fitting  a NURBS  CL  path  to  them, which  is  different  from  the  conventional 
method,  and  (3)  the  close‐form  equations  are  derived  to  calculate  the  true  arc‐
length  for  points  on  the  theoretical  CL  paths.  The  approach  can  be  easily 













Current  research  on  NURBS  (non‐uniform  rational  B‐spline)  machining 
includes  two  types:  (1)  NURBS  tool  paths  generation  prior  to machining  and  (2) 
real‐time NURBS interpolation for NURBS tool trajectory in CNC machining. The first 
type is only focused on interpolating a group of cutter locations with a NURBS path 




is  under  control.  The  first  type  work  actually  is  the  input  of  the  second  type; 
unfortunately, they are isolated without interaction. The consequence includes that 
(a) general non‐linear NURBS paths of  the  first  type are difficult  for algorithms of 
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the  second  type  to  work  on,  and  (b)  if  the  feed  is  high,  the  interpolation  is 
challenged  to  keep  the  trajectory  errors within  tolerance  and maintain  good  tool 
kinematics along highly curved paths. To root out the problems in this work, a new 
type of tool path   piecewise NURBS tool paths with the arc length parameter   is 
first  proposed  for  high  feed  and  accuracy  NURBS  machining,  and  an  innovative 




feed  rate,  the  path  is  decomposed  at  the  breaking  points.  For  qualified  curved 
segments,  their feed rates remain the same; and,  for disqualified curved segments, 
their  feed  rates  are  reduced. The piecewise NURBS  tool  paths with  the  arc  length 
parameter are generated prior to machining, and they are a genuine solution to high 




then  fed  to  the NURBS  interpolator  for CNC machining. Since  it  takes  into account 










generated path of cutter  location (also called a reference  tool path  in  the work), a 
prescribed  feed  rate  and  the  interpolation  algorithm  used  in  the  CNC  controller.  
After  the  G‐codes  of  the  reference  tool  path  are  fed  into  the  controller,  it 
instantaneously extracts cutter  locations of the path to execute finite tool motions, 
eventually  composing  the  actual  tool  trajectory.  For  linear  and  circular  reference 
paths,  their corresponding  interpolators can easily generate highly accurate cutter 
trajectories, compared to the reference paths, with a consistent feed as prescribed.  
Thus,  these  reference  paths  are  often  planned  without  taking  controllers  into 
consideration.  Recently, some CNC controllers such as Siemens 840D and Fanuc 32i 
are empowered with  the NURBS  interpolation  in order  for  tools  cutting  free‐form 
shape along curved trajectory. However, if the prescribed feed rate is high, it is quite 
challenging  for  these  controllers  to  keep  the  chord  errors  of  the  tool  trajectory 
within  the  tolerance and the  feed rate constant as  the prescribed. To root out  this 
difficult problem,  it  is necessary  to understand  the  real‐time NURBS  interpolation 
mechanism and improve reference NURBS tool paths prior to machining; therefore, 
piecewise  NURBS  NC  tool  paths  with  the  arc  length  parameter  for  high  feed, 
accurate milling is originally proposed in this work. 
As background, the real‐time NURBS interpolation mechanism is introduced 
here  and  the  unsolved  technical  problems  are  stressed.  It  is  common  in  industry 
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practise  that  general  NURBS  cutter  location  paths            T, ,u x u y u z uCL ,  in 






























CL P  (6.1) 
where  u  is  a  general  parameter  ranging  between  a  and  b,     0, ,i i nP   are  the 
control points,      0, ,iw i n  are the corresponding weights, and      ,   0,i mN u i n  
are  the  base  functions  with  degree  of  m.  The  knot  vector  is 
  u , u ,u , ,u ,u      0 1 1 1  ,m m n n n muU ,  where     0 1 mu u u a  and 
    1 1n n mu u b .  At  present,  the  general  NURBS  tool  path  is  the  only  type  of 
NURBS  tool  path  that  can  be  calculated  using  existent  methods  or  commercial 











    d duv u
du dt
CL   




Because  the  solution  of  Eq.  (6.2)  is  difficult  in  the  general  case,  approximation 















If  the  tool  path  has  high  curvature  values  then  second  order  approximation  is 
suitable 













After  the  parameter  1iu   of  the  next  cutter  location  is  calculated,  its  3‐D 
coordinate   1iu CL  is computed,  then the cutter moves straight  from points   iuCL  
to   1iu CL .  For  some  general  NURBS  tool  paths,  the  relationship  between  the 
parameter  u  of  cutter  location  and  its  arc  length  is  highly  non‐linear;  hence,  the 
value  of  the  second  derivative   uCL  can  be  much  larger  than  zero.  The  chord 
length     1i iu u CL CL  varies greatly at different locations; so the instantaneous feed 
rate     1 Ti i iv u u  CL CL  fluctuates significantly and the feed rate error  v  is high 
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(see  Figure  6.1).  Moverover,  the  arc  length     1i iu u CL CL  of  the  NURBS  path 
between  cutter  locations   iuCL  and   1iu CL  can be  quite  different  from  the  chord 
length.  Consequently,  the  trajectory  error  t  could  be  larger  than  the  tolerance  of 
the  part,  scraping  it  in  this  cut.   Meanwhile,  the  cutter  feed  rate  error  v  is  large, 
causing high acceleration and deceleration in tool motion. 





the  conventional  representation  of  the  non‐linear  relationship  between  path 
segments and their chords using different orders of Taylor’s expansion [67, 68], the 
spline  interpolation  [42‐44,  47,  48]  and  the  length‐to‐parameter  function  [76,  48, 
78].  Unfortunately,  these  methods  cannot  root  out  the  problems  because  of  the 
inappropriate tool path, NURBS tool paths   uCL  with a unit‐free parameter. In this 




tool  path,  and  it  is  an  effective  solution  to  the  problems  of  the  existent  NURBS 
interpolators.  
To  better  understand  the  NURBS  cutter  location  path  with  the  arc  length 
parameter in theory, it is necessary to introduce its main properties and advantages 




   ds d sCL  (6.5) 
the characteristic equation of the path is 
   2 2 2 1dX dY dZs
ds ds ds
                   CL  and    0u CL  (6.6) 
Therefore, the governing equation for the NURBS interpolation can simply be 
    1 Ti is s v  (6.7) 
where  the  feed v  is  not  very  high.  The  two parameters,  is  and 1  is  ,  correspond  to 
two cutter locations on the path,   isCL  and   1is CL , respectively. Ideally, the chord 
length     1i is s CL CL  meets the following equation, 
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      1 Ti is s vCL CL  (6.8) 
The arc length between points   isCL  and   1isCL  is 
    1 1i i i is s s s  CL CL  (6.9) 
Since 
         1 1i i i is s s sCL CL CL CL  (6.10) 
the chords of the finite tool motions can accurately represent the reference NURBS 
tool path. Thus,  the  tool  trajectory  closely matches  the  reference path  (see Figure 
6.2(a)).  Meanwhile,  the  chord  lengths  of  the  tool  motions  are  the  same,  and  the 
cutter  can  remain  the  same  feed  rate v  along  the path. However,  the NURBS path 
with the arc length parameter is quite effective only when the feed rate is small and 
normal;  if  the  feed  is  very  high,  Eq.  (6.10)  cannot  hold  at  locations  with  large 






   0 s sCL CL  
Figure 6.2 An exaggerated, illustrative diagram for real-time NURBS interpolation of a 
NURBS tool path with the arc length parameter; (a) in a prescribed normal feed rate 
   0 s sCL CL  
Figure 6.2 (b) prescribed high feed rate. 
To increase the tool trajectory accuracy and kinematics in NURBS machining, 
although many  NURBS  interpolation  algorithms  have  been  proposed  to  solve  the 
aforementioned problems, it is easier and better to improve NURBS tool paths prior 
to  machining.  In  this  work,  the  type  of  NURBS  tool  path  with  the  arc  length 
parameter is adopted to eliminate the first source of error, and when the feed rate is 
high, multiple NURBS  tool paths with different  feed rates are used  to  root out  the 
second  source  of  error.  First,  to  generate  a  NURBS  tool  path  with  the  arc  length 
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parameter,  based  on  a  reference  NURBS  cutter  location  path  with  a  unit‐free 
parameter  computed with  commercial  CAD/CAM  software,  it  is  re‐parameterized 
with  the  arc  length  parameter.  The main  features  of  this work  include  (1)  a  new 
efficient approach to sampling cutter locations and calculating their arc lengths, and 
(2)  fitting  a  new  NURBS  tool  path  with  the  arc  length  parameter  by  having  its 




Given  a NURBS  cutter  location path   uCL  with  a  unit  free  parameter  (also 
called a general NURBS path), this work essentially is to re‐represent it with the arc 
length  parameter  as    sCL .  In  the  re‐parameterization,  an  important  work  is  to 





these  methods  are  not  effective  to  sample  cutter  locations  according  to  the 
reference path curvature and are not robust in computing arc lengths. In this work, 





until  the  control  polygon  of  every  Bezier  curve  segment  can  accurately  represent 
the curve segment; as a result, the sample cutter locations are the end control points 
of  each  Bezier  segment  and  their  arc  lengths  can  be  easily  calculated  using  the 
control polygons. 
6.3.1 Decomposition of a general NURBS path into Bezier curve segments 
To decompose  a  general NURBS path     uCL  into  a  number  of  short  Bezier 
curve  segments,  a  well‐established  method  is  adopted  and  is  briefly  introduced 
here. A general NURBS path is defined as   0,
0






 CL P  with the knot vector
 0 0 1 1 1 1, , , , , , ,m m k k n n n mu u u u u u u u    U     .  By  inserting  a  knot  u  
 1 1m k k nu u u u u      into the knot vector, a new knot vector  1U  is generated as 















   CL P  (6.12) 




















             
 (6.14) 
where  01P  and  0 1nP  are  not  defined  and  their  terms  are  ignored  in  Eq.  (6.13).  To 
simply  decompose  the  general  NURBS  path  into  two  NURBS  curve  segments,  the 
inserted knot u  is equal to an existing knot  ku  and has to be inserted several times 
until the multiplicity of the knot  ku  is equal to m .  If the original multiplicity of the 
knot  ku  is  q , the insertion has to repeat by m q  times. The control points in the rth 
insertion can be calculated as 









i m r i
i k m r
u u
k m r i k q
u u
k q i n r

  
                 
 (6.16) 
where    1 r m q .  For  control  points  11ri P  and  1ri P  not  defined,  their  terms  are 
ignored  in  Eq.  (6.15).  Thus,  the  general  NURBS  path  is  decomposed  into  two 
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segments;  the  control  points  of  one  segment  are 0  m qP , 1m qP ,….,  and  m qk P ,  and  the 
control  points  of  the  second  segment  are  m qk P ,  1m qk P ,  …,  m qn m q P .  The  first  and  last 
control  points  of  the  segments  are  on  the  general  NURBS  path.  This  is  a  basic 
method  of  decomposing  a  NURBS  tool  path  (including  a  Bezier  curve)  into  two 
shorter segments. 
After  increasing  the multiplicity  of  each  distinct  knot  to  the  degree m ,  the 
NURBS  tool  path  is  decomposed  into  shorter  Bezier  curve  segments,  and  the 
segment number  is the same as the number of non‐zero knot  intervals  in the knot 
vector. By using this method, a general NURBS tool path can be decomposed into a 
group of Bezier curve segments (see Figure 6.3). 























































path better with  less deviation. Until  the deviation  is  less  than a prescribed,  small 
tolerance a ,  the  arc  length  of  the  path  can  be  simply  calculated  using  its  control 
polygon, which  is more  accurate  and  efficient  than  using  the  quadrature method. 
The approach is mathematically approved with the following lemma. 







    CL P  with control points 0P , 1P , 
…,  mP , the first and last control points  0P  and  mP  are on the Bezier curve (see Figure 
6.4).  The  control  polygon  is  0 1 mPP P  and  its  edge  length  pL  is  0 1 mP P P  
 0 1 1 2 1p m mL    P P P P P P .  The  chord  of  the  curve  is  0 mPP  and  its  length  cL  is 
0 mP P . A small tolerance  a  of the closeness between  pL  and  cL  is specified as a very 
small positive number. If 
 0 1 0m m a P P P P P  (6.17) 
the Bezier curve arc length  aL  is 
 0 0 1
2
m i i m
aL








is  composed of  the  first and  the  last control points, and some or all of  the control 
points  between  them. Without  losing  generality,  the  convex hull  is  assumed  to be 
composed of four control points such as  0P ,  iP ,  1iP ,  mP , and the length of the convex 
hull is 








su u eu u
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 0 0 1 1 2 1i i i   P P P P PP P P  (6.20) 
and 
 1 1 2 1i m i i m m     P P P P P P  (6.21) 
Thus, the length of the control polygon is less than the length of the convex hull.  
If,  
  0 1 0m m aP P P P P  (6.22) 
This  in‐equation means  the  control  polygon  is  very  close  to  the  chord.  Since  the 
Bezier curve is within its convex hull, the length of the curve  aL  is 
 0 1 0i i m a mL  P PP P P P  (6.23) 
and 
 0 0 1  and  a m a i i m a aL L    P P P PP P  (6.24) 
Therefore 
 0 0 1
2
m i i m
aL





 0 0, 1 , 1 1 1, 0cos cos cosi i i i i i i m i m m          P P PP P P PP  (6.26) 
where 0,i  is  the  angle  between  0 iPP  and  0 mPP ,  , 1i i  is  the  angle  between  1i iPP  and 
0 mPP ,  1,i m  is the angle between  1i mP P  and  0 mPP . Substituting this into Eq. (6.22), we 
get 
      0 0, 1 , 1 1 1,1 cos 1 cos 1 cosi i i i i i i m i m a              P P PP P P  (6.27) 
Thus,  the  in‐equations   0, 1 cos i a ,    , 11 cos i i a ,    1,1 i m a hold,  which 
means the angles, 0,i ,  , 1i i , and  1,i m , are very small. It can be approximate that 
 0, 0,1 cos sini i   ,  , 1 , 11 cos sini i i i    and 1, 1,1 cos sini m i m     (6.28) 
Substituting this equation into Eq. (6.27), we get 
 0 0, 1 , 1 1 1,sin sin sini i i i i i i m i m a           P P PP P P  (6.29) 
It is reasonable to assume that  1iP  is the farthest control point away from the chord, 
and the greatest distance between the control points and the chord is the distance 
maxD  between  1iP  and the chord, which is     0 0, 1 , 1  sin sini i i i i iP P PP . Hence, 








Bezier  curve  segment  is  within  the  tolerance a ,  the  end  control  points  are  two 
sample points and the arc length of the segment is approximated with the length of 
control polygon. If the criterion is not met, the Bezier curve segment is decomposed 
into  two  shorter  sub‐Bezier  segments  by  inserting  a  knot  into  the  current  knot 
vector m times. This process continues until all the Bezier curve segments meet the 














































Existent  curve  re‐parametrization  approaches  often  adopt  the  adaptive 
quadrature method  to calculate  the arc  lengths of  sample points on a given curve. 
This method works on many curves; however,  for some NURBS (including Bezier) 
curves,  it  is defective. Our new approach  is  a valid  solution. Given a NURBS curve 
      T( ) , ,u x u y u z u   CL  with  a  knot  vector 
 0 1 1 1 1, , , , , , ,m m k k n n n mu u u u u u u u    U      and  [ ,  b]u a .  Let  ( )L u  represents  the  arc 
length of a point with parameter u on  uCL , and its formulae is 
        2 2 2( ) u u
a a
L u u du x u y u z u du         CL  (6.31) 
Since  a  simple  form  of  Eq.  (6.31)  cannot  be  derived,  a  numerical  method,  the 
adaptive  quadrature  method,  is  often  used  to  calculate  the  arc  length,  and 
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mathematically,  the  quadrature  method  is  based  on  Simpson’s  rule.  For  NURBS 
curves  with  dramatic  change  of  curve  derivatives  and  short  knot  spans,  the 
quadrature method could ignore that curve portion within the short knot span and 
with high value of  ( )uCL , causing an arc length error. 
To demonstrate the problem, a quadratic NURBS curve  is given and plotted 
in Figure 6.6. The control points are P1 (100,0), P2 (150,0), P3 (150,0), P4 (190,0), P5 





quadrature method is wrong; the reason is the presence of a short knot span 3 8,u u . 
When the quadrature method bisects the initial parameter interval  0 11,u u  into two 
sub‐intervals,  the  midpoints  of  the  sub‐intervals  do  not  fall  into  3 8  ,u u ,  but  the 
determination  condition  is  met.  Consequently,  the  curve  length  in  this  short 




















and  the  order  of  blending  functions  are  specified.  After  using  the  least  square 
method, a NURBS  tool path  is attained. Then  its path and parameterization errors 
are checked against the prescribed tolerances. If they are not within the tolerances, 
more  control  points  will  be  used  or  the  order  of  the  blending  functions  will  be 
increased. After several iterations, a NURBS tool path with the arc length parameter 
will be calculated, whose error is small with regard to the general NURBS tool path 











0 1 2, ,u u u 3u 4u
5u
6u7 8,u u9 10 11, ,u u u
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and  whose  first  derivative  is  almost  equal  to  one.  Here,  the  path  and 
parameterization errors are defined.  
6.4.1 Path error definition 
Suppose  a  general  NURBS  path        T,  u x u y u   CL  is  given,  and  the 
NURBS  path  with  the  arc  length  parameter        T,  s X s Y s   CL  is  found.  The 
normal   uN  of the general NURBS path at any point can be represented as 
        u u d u u  N CL n   
where the unit normal   un can be found as 





x ux u y u
      





x ux u y u
      
n   
The error of  the NURBS path with  the arc  length parameter   sCL  with  respect  to 
 uCL  is  the  length   d u  at  the  intersection  between  the  normal   uN  and  path 
 sCL  (see Figure 6.7).  Assume the specified tolerance is  patht , if the maximum path 
error    max d u  at  parameter  maxu  is  less  than  patht ,  the  path  is  accurate,  its 
parameterization error is then checked.  If the maximum error is greater than  patht , 




       u u d u u  N CL n
( ) constantu CL
( ) 1s CL
( ) 1s CL
( ) constantu CL
( ) constantu CL





For  a  genuine  NURBS  tool  path  with  the  arc  length  parameter    sCL ,  the 
parameter  of  a  cutter  location  is  equal  to  the  arc  length  of  the  path  from  the 
beginning  to  this  location. Theoretically,  the  first derivative of  this path   sCL  is 
equal  to  one  (see  Figure  6.7).  However,  re‐parameterization  of  a  general  NURBS 
path  using  the  arc  length  parameter  cannot  be  carried  out  using  closed‐form 
equations; and the first derivative is not exactly equal to one. The fluctuation of the 
first  derivative  about  one  is  defined  as  the  parameterization  error,  which  is 
represented as  
     1s s  CL   
In the iterative process of generating this path, the NURBS path re‐parameterization 
is  gradually  improved.  After  a  NURBS  path  is  attained,  its  first  derivative  is 
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calculated  and  compared  with  one.  The  prescribed  tolerance  for  the 
parameterization error is   parat . If the maximum parameterization error    max s  is 
less than   parat , the NURBS path is qualified; otherwise, the number of control points 
or the order of the blending functions will be increased by one.  




























































A NURBS  tool  path with  the  arc  length  parameter  is  crucial  to  the  NURBS 




larger  than  the  prescribed  tolerance  (see  Figure  6.10),  if  the  feed  rate  is  high.  To 
solve  this  problem,  several  NURBS  interpolation  algorithms  try  to  reduce  the 
instantaneous tool velocity to ensure the trajectory error, acceleration/deceleration, 
and  jerk  are  under  the  limits.  Technically,  these  solutions  are  passive  and  are 
difficult to eliminate the problem. Our work proposes an effective solution that is to 
represent  the highly  curved path  segments with piecewise NURBS  tool paths  (see 
Figure 6.11(a)) and apply reduced feed rates to the piecewise paths. 




















































pieces,  the  popular  NURBS  interpolation  algorithm,  which  is  represented  in  Eq. 
(6.4), is adopted in this work. Applying the high feed rate to the algorithm, the tool 
trajectory  errors  can  be  predicted,  which  are  compared  against  the  prescribed 
tolerance.  If  no  error  is  larger  than  the  tolerance,  this NURBS path  is  qualified  to 
feed  to  the  CNC  controllers.  Otherwise,  the  whole  path  is  decomposed  into  the 
segments with larger errors and the qualified segments. For the qualified segments, 
the aforementioned method is applied to find piecewise NURBS tool paths with the 
arc  length  parameter.  For  the  disqualified  segments,  the  feed  rate  is  gradually 
reduced and the tool trajectory errors are predicted accordingly. Until the errors are 
less  than  the  tolerance  (see  Figure  6.11(b)),  the  segments  are  presented  with 
piecewise  NURBS  paths  with  the  newly  found  feed  rates.  Finally,  the  piecewise 
NURBS  tool paths with different  feed  rates  can be  fed  to  the CNC controllers. The 
tool trajectory can be easily generated with high accuracy, and the tool can feed with 
good kinematics. 





















































































































NURBS  tool  paths with  the  arc  length  parameter  for machining  sculptured 
part  surfaces  are  planned  in  process  planning.  Fortunately,  it  can  root  out  the 











































To demonstrate  the  advantage of  piecewise NURBS  tool  paths with  the  arc 
length parameter in CNC machining and the new approach for this type of path, a 2‐
D  NURBS  profile  is  adopted,  and  a  general  NURBS  tool  path  with  a  unit  free 
parameter  for  CNC NURBS machining  of  this  profile  is  generated with  the  CATIA 
CAD/CAM  software, which  is  shown  in  Figure  6.13.  The  16  control  points  of  this 
general NURBS path are listed in Table 6.1. For high feed machining, the feed rate is 
prescribed  as  400 mm/sec;  and  for  high  accuracy,  the  tolerances  are  specified  in 
Table 6.2. 























points  1  2  3  4  5  6  7  8 
x (mm)  0  1.7878  40.5466 30.7910 41.3353 54.1981  69.3975  77.2690
y (mm)  0  51.5414  118.6363 39.9483 18.7282 3.0307  ‐0.2338  14.0278
Control 
points  9  10  11  12  13  14  15  16 
x (mm)  83.7591  92.1069  95.3723 127.8367 126.6988 129.4184  131.6819  140.0000

















the  tolerances  of  the  path  and  parameterization  errors  defined  in  Section  6.4,  a 
NURBS tool path with the arc  length parameter  is generated and plotted  in Figure 
6.15.  The path error curve is plotted in Figure 6.16(a), and the maximum path error 
is  close  to  ‐31.6×10  mm,  which  is  less  than  the  tolerance  ‐35.0×10  mm.  The 
parameterization error is plotted in Figure 6.16(b), and the maximum path error is 


























































































Second, by applying  the popular NURBS  interpolation algorithm to  the new 






mm/sec),  the  cutter  trajectory  error  could  reach  0.025 mm;  even  a  good  NURBS 
path with the arc length parameter is used. If this path is fed into the CNC controller, 
it  is  difficult  for  the  controller  to  reduce  the  feed  rate  in  real  time  to  ensure  the 
trajectory accuracy and the tool kinematics. 
























































errors.  In  the cutter  trajectory error plot  in Figure 6.17(a),  the points close to and 
less  than  the  tolerance are used  to divide  the NURBS path  into  seven NURBS  tool 
paths with  the  arc  length  parameter,  and  these  points  are  called  breaking  points 
(see Figure 6.18). The control points of the seven NURBS paths are 15, 31, 18, 24, 17, 
30 and 15. Since the trajectory errors of the 2nd, 4th and 6th NURBS paths are larger 
than  the  tolerance  ( 35.0×10  mm)  in  the  high  feed  rate  (400  mm/sec),  their  feed 
rates are reduced so that their trajectory errors are within the tolerance. The proper 
feed  rates  for  the  2nd,  4th  and  6th  NURBS  paths  are  176,  318  and  186  mm/sec, 







































































































6.13  using  two  different  CL  paths;  (1)  single  arc  length  parameterized NURBS  CL 
path  shown  in  Figure  6.15 with  one  feed  rate  400mm/sec,  and  (2)  piecewise  arc 
length parameterized NURBS CL path shown in Figure 6.18 with different feed rates 
(see Figure 6.20). The required feed rate is very high for this test which needs high 
spindle  revolutions  also.  Since,  the  available machine  for  this  test  (OKUMA 5‐axis 
CNC milling  center)  has  maximum  8000  rpm;  we  selected  plastic  board made  of 
Polyethylene  as  work  piece  material,  and  sharp  pointed  metallic  tool  to  cut  the 












location  paths  with  the  arc  length  parameter     and  an  original  approach  to 
generating this type of tool path based on a general NURBS cutter location path with 
a  unit‐free  parameter.  This  tool  path  generated  prior  to machining  is  an  effective 




free  parameter  and  high  feed  rates.  In  the  newly  proposed  approach,  the  NURBS 
decomposition  technique  is  originally  applied  on  cutter  location  sampling,  which 
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has  the  following  advantages.  (1)  Cutter  locations  are  automatically  sampled  and 
dependent  on  the  input  path  shape,  which  means  more  samples  on  curved  path 
segments and fewer on straight segments. (2) The arc lengths of the sample cutter 
locations  are  simply  calculated  with  several  additions  without  using  complex 
integral calculus. (3) It is very convenient to divide a NURBS tool path into several 
NURBS pieces  for  different  feed  rates.  This  approach  can be  quickly  implemented 











the  part  geometry  are  considered.  For  complex  part  surfaces,  gouging 
detection is a global optimization problem; therefore an improved hybrid, 
optimization method  is  introduced  which  uses  discrete  PSO method  in 
the  rough  search  stage  and  the  Newton  gradient  method  in  the  fine 
search  stage  in  order  to  take  the  advantages  of  the  global  and  local 
optimization methods. The proposed model  is valid  for both simple and 
complex  compound  sculptured  surface  milling  while  using  different 
cutter shapes mostly used in the industry.  
 An accurate approach to approximate B‐spline offsets with curves in the 
same  form  is  developed,  which  is  appropriate  for  CNC  pocketing.  The 
research  contribution  is  the  upper  bound  function  of  the  offset  error 
constructed  in  this  work,  which  can  be  used  to  easily  estimate  the 
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maximum  offset  error  in  order  to  globally  control  the  offset  error.  The 
approximate offsets  in B‐spline form using the proposed algorithm have 




this  work  include  (1)  generating  arc‐length  parameterized  NURBS  CL 
paths with the path and parameterization errors globally bounded using 
a  new  optimization  model,  (2)  conducting  gouging  and  interference 
detection to eliminate invalid sample CLs before fitting a NURBS CL path 
to  them,  which  is  different  from  the  conventional  method,  and  (3)  the 
close‐form  equations  are  derived  to  calculate  the  true  arc‐length  for 
points on the theoretical CL paths. 
  A new strategy is proposed to generate piecewise NURBS cutter location 
paths with  the  arc  length  parameter  if  the  NURBS  CL  path  has  already 
been  generated  with  unit  free  parameter.  To  estimate  the  arc  length 
parameter  accurately  within  the  tolerance,  the  technique  of  NURBS 
decomposition  into  Bezier  segments  is  used.  The  parameterization  and 
path  errors  are  kept  within  the  tolerances.  To  control  the  cutter 
trajectory  errors  and  for  smooth  feed  rate  profiles  during  high  speed 




Computer  implementation  an  experimental  tests  show  the  effectiveness  of 
the developed methodologies. The techniques presented in this dissertation can be 
used to generate NURBS CL paths for the CNC milling process. 
For  future  research,  following  topics  are  suggested  to  expand  the  present 
research work: 





 Developing  a  small  CAM module  based  on  the  proposed  algorithms  for 
NURBS machining. 
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